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SUNTO. Vengono presentate alcune nuove formule di media e di rappresentazione 
per le soluzioni classiche di equazioni lineari paraboliche in gti a coefficienti 
regolari. Tale formule vengono successivamente utilizzate per approssimare le fun- 
zioni superparaboliche mediante successioni di funzioni super-paraboliche di clas- 
se ch, essendo k un arbitrario fissato numero naturale. I risultati esposti sono 


provati nella nota [GL2]. 


1. In molte questioni di Teoria del potenziale si presenta la necessità 
di approssimare le funzioni super-armoniche in R" mediante successioni di funzioni 
super-armoniche di assegnata regoalrità ch, kz0. E' ben noto che questi procedimen 
ti di approssimazione possono venire realizzati mediante gli usuali operatori di 
mollificazione. Nella stessa maniera si può procedere per le supertemperature in 
"be cioè per le soprasoluzioni dell'operatore del calore H = A-d,- Infatti, se 

È | hFl 


UE LigclR 


suale operatore di moltiplicazione, poiché H è un operatore a coefficienti costan 


) è tale che Hu s 0 (nel senso delle distribuzioni) e se J fu è l'u- 


ti, risulta 


CO) ik 
H(J *u) = J*Hus 0, gu cent) 
(2 € € 
Evans e Gariepy ([EG]) nella loro prova del criterio di Wiener usano in modo es- 
senziale tale procedimento di approssimazione. 


Volendo estendere il criterio di Wiener agli operatori parabolici 
n 
L= È a;(a,(2)3;) - è 


(z2= (x,t)c R"xR, 9; = 9/9x; > = 9/9,) si presenta in modo naturale il proble 


9 
È 
ma di approssimazione sopra descritto, nel contesto più generale degli operatori 
a coefficienti variabili, contesto nel quale gli usuali mollificatori sono del 
tutto inefficaci. Basta infatti osservare che J_*u non è soluzione dell'equazio 


ne Lv = 0 se u lo è. 


Per affrontare in modo adeguato il problema di approssimazione sopra 
esposto per gli operatori a coefficienti variabili,ci si può ispirare al più clas 
sico dei metodi di regolarizzazione delle funzioni superarmoniche in R, basato 


sull'uso degli operatori di media 


u+u,» dove u (x) = fuse 
r r 
|x-y]Xr 
E' ben noto che 1' ua u>u, è un operatore che preserva la liga 
tà. Inoltre, se veli cel” i altera u pe COR ) e, se uec(R° ) allora uEC 1(p" ) 


e 


D.u (x) = i u(x+y)do(y) 
nil aB(0,r) 


3 ko - 
Da questa formula segue facilmente che U, € Pas 1 se ueC. Inoltre, se u è supe- 
rarmonica, allora u î‘ per r+0. RN se u è superarmonica in R", fissato 


meN e posto 


lip « 
mt1 


m ; 
risulta VE leggi? dt, superarmonica e vtu per rs0. 


La regolarizzazione delle funzioni superarmoniche si può anche ot- 
tenere mediante un procedimento di superposizione delle medie U,* 


Sia 6 EC (R,R) tale che 0s$<1 , supp èC]0,1[ e 
1 

fear = 

(o) 


Per ogni r>0 poniamo 


+0 
NETTO) -[ uo) È. 


r 
(o) 
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Dalle proprietà di u, si deduce subito che I, preserva la superarmonicità; inol- 
tre J_utu per r+0 se u è superarmonica. 


Si ha poi (an = misura di B(0,1)) 


+00 
gu(x) =| ( Il (y)dy) e) do _ 
ca 0) x-y|<p noti wp" +9 r 


dove abbiamo posto 


to 
y(t) -[ w LS) ds. 


t s 
to 
Ovviamente eC7(R") , 0sss | a _ Fe 
(o) s 
J v(y)dy = 1. 
A) 


loc,.n 
LR”). 


Si può quindi presumere che, disponendo di formule di media per le 


JU è quindi l'usuale operatore di mollificazione e J_uec*(R°) se ueL 


soluzioni dell'equazione a coefficienti variabili Lu = 0, a partire da quelle, 
mediante un procedimento di superposizione, si ottengano i naturali mollificatori 


per l'operatore L. 


2. In o consideriamo l'operatore parabolico 
n 
Lu = ida 


dove a;j 7 4; € c°(R") ed esiste v>0: 
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1 


n 
- 2 è + 
Spia La, (2)6;6; $ viel vzer"', veer". 


i,j=1)) 
4: 
Supponiamo inoltre che esista un compatto FE R" 1 : a;;(2) = $;; per ogni zÉF, 
Sotto queste ipotesi esiste per L una soluzione fondamentale r(z.,t) di classe 


+ 
n+1l x RI 1 


® + 
C nel complementare della diagonale di R . Per ogni z R" . e per ogni 


r>0 chiamiamo L- palla parabolica di centro z e raggio r l'insieme 


o.(2) = {ze R"*1/1(2,0) > Cane) "22, 


In [GL.2] abbiamo provato la seguente formula di rappresentazione per le funzio- 


ni vecitalt: 
16 
(2.1) u(2) = u,(2) -3 sa] 19/2 | Lu(e)tr(2,6)-(412)""/%1d0) de 
Li () o, (2) 

dove 
(2.2) u(2) È E iaia il u(t)E(z,z)dc, 

2 (z) 

r 

A(c)D,r(2,5)-D,r(2,5) 
Eliza) ar — === a (a;jli,j=1,. ,n 


2 
r(z,%) 
In particolare Lu = 0 in pete se e solo se 


+ 
u(z) = u,(2) vr>0 , vzer" 1 


(questo risultato è anche provato in [FG]). 


jo 


Ora il nucleo E 3(Anr n: che compare nell'operatore di media 


è l'operatore del calo- 


u+u, non è regolare. Infatti se, ad esempio, L = 4-3, 


x Ntl. a 
re in R si ha 


VI-7. 


NR. prelÉpatea 1? 


E (2,2) = (4me) 
Per ottenere formule di media con nuclei più regolari di E > procediamo nel modo 


seguente. Anzitutto derivando (2.1) rispetto ad r si ottiene 


dr (2) = Fi (4mm) J Lu(g) In((4vr)"/?r(2,5))ax 


Q_(2) 


Integrando queste identità rispetto ad r, dopo aver osservato che 
u,(z) > u(z) per r+0, 
si ricava 


: r 
(2.3) v(2)eu,(2)- 314)? { g/2-1, Lu(c)In((4r2)"/?r(2,2)de)de. 
0) ox (2) 


Seguendo un'idea già utilizzata da Kupcov ([K]) nel caso di L = A-8,, fissiamo 


È 
È : sa GNEMFL ; 
ora me N e consideriamo in R l'operatore 


L=L+A 
y 
dove h, indica l'operatore di Laplace in R". Ora, poiché 


L(u(x,t)v(y,t)) = (Lu)v + u(A,22,)%, 


t 


x 


è facile riconoscere che la soluzione fondamentale T di L si scrive nel modo se- 


guente 


r(x,yatit,n3t) = r(x,t;E,t)K(y-n,t-t) 


dove K è la soluzione fondamentale di 48 


Mi pl LL ) per t>t. 


K(y-n.t-t) = (An(t-1)) 
Applichiamo ora la formula di rappresentazione (2.3) alla funzione 


a(2) = a(x.y,t) = u(x,t) 


ed all'operatore L. Si ha 


ntm n nm 
vuo (O 2° CRA 
(2.4) u(z)=ù (x,y,t)- 3 (M) il L cf Lu(z)in((4m) © r(2,€))d)dL 
i () 2°(2) 
L 
dove 
_btm J 
a (2)=(4m) a(c)É(2,t)dz 
i P(2,6)> (Ame) MtM/2 
(2.5) 
_ntm 2 
= (4nr) x fut, + Lenta gedindt. 
#(2,6)>(4mr) PR? 4(t-1) 
_ntm 
Ora î(2,7) > (4nr) se e solo se 


A com 


o(z,0) = (an(t-0)Y2r (2, open) (4nr) 


od anche se, e solo se, 
nm 
2 2 ira@ 
Iyen|" s 4(t-t)In((4rr) “ $(2,2)) = R.(2,5) 


Eseguendo nell'integrale all'ultimo membro della (2.5) l'integrazione rispetto al 


la variabile n, si ottiene 


(2.6) ù (2) = J u(z) EM (2) 


r 
a 2) 
dove 
_tm 

(2.7) alM 2) = treR"]o(z,c)>(4mr) 2) 
e 

n+m 2 

e R (z,%) 
(8) El zie) tane) 2 rl) (E(2,0) + Le ve, 

4(t-r 


Notiamo che al secondo membro della (1.6) la variabile aggiunta y non appare più. 
Procedendo in modo analogo anche nel secondo integrale al secondo membro di (2.4), 


infine si ottiene 


(m) r a RI (2,5) 
(2.9) u(2)=u." (2)-C,.m Il L ( J Lu(c) "Mar" dz)dL 


al) 


dove Cn e è una costante positiva che dipende solo da n e da m; inoltre 
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(2.10) ul (2) = f u(o)EM (2,0)d 
(m) 
o, (2) 
Dalla (2.9) si ricava subito che Lu=0 se e solo se u = ul) per ogni r>0. 
Il nucleo Ein che figura in (2.10) è tanto più regolare quanto più m 


è grande. Infatti 


RÈ (2,5) = (t-r)0(In(t-t)) per t +1 


(m) 


Dagli operatori di media u + Uno» con un procedimento di superposizio 
ne analogo a quello descritto precedentemente nel caso armonico classico, Si pos- 
sono facilmente ottenere operatori di regolarizzazione che, come vedremo, conser 


o, + 
vano il segno di Lu. Scegliamo una funzione é € cor ) tale che 


+0 
$= 0, suppé C ]1,2[ >» I è (r)dr = 1. 
() 


Per ogni me N definiamo 


r 


da 
IU (2) -[ ua) 
(0) 


Sostituendo ad u la sua espressione data da (2.10), dopo uno scambio dell'ordine 


di integrazione, si ottiene 


I Mu(2) -f u(c)M (2,0) 
pnti 


dove 
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so (m) 
(2,3) = Ei (ae)oo (È) 
(4n9(2,3)/M*M-1 


di 
r 


ml) 
hi 


(m) 


le (z,-) ha il supporto contenuto nella palla parabolica 
a(M 2) in quanto supp $ c]1,2[. 


Si osservi che M 


A questo punto, utilizzando gli sviluppi asintotici di r e delle sue 


derivate provati in [GL.2], si dimostra con relativa facilità il seguente 


Lemma. Per ogni veN e per ogni multi-indice intero non negativo 


a=(0,3*++394]) tale che |a|sv, esistono m=m(v) e N ed una costante C=C(a,r,m)>0 
tali che 


|0%Ml9(2,0)] sC Vz=c. 


Fissato quindi veN esiste meN tale che IMuec® per ogni 


1 n+tl 
UELIgolR Ìa 
3. In questo paragrafo illustreremo la connessione esistente fra gli ope 
ratori u + ul) e att e le funzioni super L-paraboliche. 


p 


Un aperto LE lia si dice L-regolare se il problema al contorno 
Lu=0 inv 
u/2v = è 
ha una (sola) soluzione ue Cc (Mac), per ogni d EC(9IV). 
Indichiamo tale soluzione con HI. Ebbene, una funzione u:R RU {40} 


si dice super L-parabolica se u è inferiormente semicontinua, finita in un sot- 


4 
toinsieme denso di R" ì e se inoltre, per ogni aperto L-regolare V e per ogni 
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deC(3V) con é < u/aV, risulta Hg s u in V. Si può provare (Cfr. ad es. [NS]) 
che una funzione u è super L-parabolica se e solo se UE L1°"(R") elus0 în 
D'(R"). 

Utilizzando questo risultato e la formula di rappresentazione (2.9), 
si può provare che u è super L- parabolica se e solo se 


(m) 


uzu, r J0,ro! 


(m) 


Un'altra fondamentale proprietà degli operatori u + u è la seguente: se u 
è super L- parabolica in pei allora anche ul) lo è. 

La prova di questa affermazione non è semplice come le precedenti 
e si basa sulla idea seguente: poichè u è super L-parabolica, per un teorema 


di rappresentazione di tipo Rierz risulta, almeno localmente, 
3.1 u=T +h 
(3.1) ; 


dove hec”, Lh = 0, u è una misura di Radon non negativa e hi è il r poten- 


ziale di u: 
r(z) = fra d (c) 
u ml u 
R 


D'altra parte, per î risultati precedenti, per provare che U, è super L-para- 


bolica, basta provare che U, verifica la proprietà di super-media: 
(3.2) u, = (U,), 


per ogni p $ p_° Utilizzando la (3.1) la verifica di (3.2) viene ricondotta 


alla seguente 


(3.3) ((7(-,0)),), 5 (105), 
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. c 
per ogni p s Po e per ogni zER 


- Le (3.3) viene provata direttamente utiliz 
zando in modo essenziale ancora la formula di rappresentazione (2.9). 

Una ulteriore proprietà degli operatori ai è la seguente: se u 
è super-parabol ica in pl allora ul 7 per r\0. 

Ora, per superposizione,tutte le proprietà enunciate di sopra per 


(m) 
r 


gli operatori u + u si estendono immediatamente agli operatori "sog Si ot 


tiene così il seguente 


+ 
Teorema. Sia u una funzione super L- parabolica in R" 1 e sia 
VEN fissato. Allora esiste una successione di funzioni (u,) tali che: 
+ 
(i) uje e’ R" 1) vjen 


+ 
(ii) U; è super L-parabolica in R" : WjEN 


(iii) u;Zu per jrto. 


Dimostrazione. Basta porre di = gm, conm N sufficientemente 
grande e con r;\ 0. J 
4. Le formule di medie provate nei precedenti paragrafi e gli sviluppi 


asintotici di r e delle sue derivate provate in [GL2] possono venire utilizzate 
per dimostrare in modo del tutto elementare la disuguaglianza di Harnack per le 


soluzioni non negative dell'equazione Lu = 0. 


Teorema. Sia D un aperto di pe+1 e sia u20 una soluzione di 
(m 
4r 
> 2). Fissato e€]0,l[, sia z = (xt) ea(M(2) con tot èer. Allora 


Lu=0. Sia z€ 2 e sia 170 tale che 9 (2) € D. (m è un fissato naturale 


u(z) < Cu(z,) 


dove C = C(L,m,e). 


Dimostrazione. Poichè Lu = 0 risulta 


- (m) 
u(z) = SJ u(c) Ea, (205) de. 
ar (2) 


Ora se z = (x,t)E a (2) e tot 3er esiste 6 = s(e) > 0 tale che 


ol), 


m 
sr 2) CA (20) 


Pertanto, poichè u = 0, 


LZ 
[2 
2 
SN 
—_ 
m 
0) > 
_ 
_ 
N 
v 
SN 
_ 
(e 
SN 
Il] 


u(z,) 


= I u(c) EM (2,5) Sr de 
alm) 


sr (2) 


Ora, esistono due costanti positive Ci e Co» indipendenti da r, tali che 


La 
EM (2,8) str ui vico (2), 
Dai 
lt st È veealM 2) 
Pertanto 
c c 
uz) = i u(e) EM (2,0)de = PI ul). 
2 al 2) 5 
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